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Lithikokkuvote:

Kéesolevas t60s uuriti ReLU nidrvivorgu voimekust enda ruutviga ennustada regres-
siooniilesandel. Narvivorkude ennustusméairamatuse teadmine on oluline, sest see voimal-
dab modista mudeli ennustuste usaldusvéérsust. Katsetati nelja erineva ennustatava funkt-
siooniga ning mdddeti narvivorkude ennustuste tépsust. Tods leiti, et nii piirkonnas leidu-
vate treeningandmete logaritmi podrdvéartus kui ka murdepunktide kogus on hinnangu and-
misel olulised. Uhtlasi leiti, et 1ihemal asuvad murdepunktide ning treeningandmete kogus

on olulisem kui kaugemal asuvate kogus.
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Estimating ReLLU deep neural networks uncertainty estimations

Abstract:

In this thesis, we investigated the ability of ReLU neural networks to predict its uncertainty
estimations. Knowing the uncertainty of predictions is essential because it helps to under-
stand the model’s reliability. Four different experiments were conducted, and the accuracy
of neural network uncertainty estimations was measured in each. The thesis found that both
the reciprocal of the logarithm of the number of training points in a region and the number
of breakpoints affect predictions. The closer the training data and breakpoint are located to

the predicted value; the more importance they have.
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Sissejuhatus

Regressioonanaliiiis on statistika ja masindppe meetod, mille eesmirk on modelleerida seo-
seid kahe v0i enama muutuja vahel, et paremini moista nende suhteid ja teha ennustusi.
Selleks voib kasutada niiteks tehisndrvivorke, lineaarset regressiooni voi tugivektor-masi-
naid. Regressiooni ndidetena voib tuua kinnisvara hindade ennustamise, kus regressiooni-
mudelid kasutavad mitmeid sisendmuutujaid, nagu eluruumide pindala, asukoht ja muud
nditajad, et prognoosida korteri turuvéértust. Teine ndide on siisiniku imendumise arvutused
metsades, kus regressiooni abil saab hinnata, kui palju siisinikku eri tiitipi puud ja 6kosiis-
teemid aja jooksul Shust dra seovad, vottes arvesse tegureid nagu temperatuur, sademete

hulk ning mulla omadused.

Lisaks ennustustele on oluline teada, kui suurt korvalekallet on oodata ennustusest. Périle-
vivorkudega on iiks voimalus selle hindamiseks dispersiooni viljendava lisavéljundi loo-
mine ja optimeeritava kaofunktsiooni muutmine. See tdhendab, et mudel ennustab hoopis
toendosusjaotust mitte ainult iihte vaartust. Kui ndrvivorgud oskaksid seda kvaliteetselt vl-
jastada, aitaks see mdista mudeli ennustuste usaldusvédrsust, et paremini hinnata ja hallata

riske, mis voivad mudeli ennustuste kasutamisega seotud olla.

T606 eesmirgiks on paremini moista, millised faktorid mojutavad regressiooniiilesannete pu-
hul ReLLU nérvivorgu poolt viljastatud tdendosusjaotuse dispersiooni vastavust tegelikele

vigadele. Uuritav regressioon on iihe sisendtunnusega ning iihtlaselt muutuva miiraga.

To0 esimeses osas antakse lugejale vajalikud taustateadmised regressioonist, nirvivorku-
dest ning médramatustest, et to0 praktilise osana valminud eksperimente mdista. T60 teises
osas kirjeldatakse, milline nérvivork valiti ning millistel treeningandmetel neid treeniti. Lo-
puks analiiiisitakse katsete tulemusi lineaarse regressiooni abil ning tdlgendatakse analiiiisi

tulemusi.



1. Teoreetiline lilevaade

Kiesolevas peatiikis antakse tilevaade regressioonist ning ReLU nérvivorkudest ning tut-
vustatakse ReLU nirvivorkude murdepunktide moistet, mida kdesolev t60 kasutab, et en-
nustada nédrvivorkude médramatuse hinnanguid. Seejérel kirjeldatakse Bayesi-optimaalset

mudelit ning sellega seonduvaid erinevaid médramatusi — aleatoorset ning episteemilist.

1.1 Regressioon

Regressioon on statistiline meetod, mida kasutatakse seoste uurimiseks kahe vdi enama
muutuja vahel. Meetodi eesmérgiks on leida, kuidas iiks voi mitu sisendtunnust (seletavat
muutujat) seletavad véljundtunnuse (sdltuva muutuja) muutumisi. Kéesolevas t66s kasuta-
takse regressiooni kahte erinevat tiilipi kahe erineva eesmérgi saavutamiseks: nérvivorgul
pohinevat regressioonimudelit ReLU mudelite médramatuse uurimiseks ning lineaarset reg-
ressiooni eksperimentide tulemustest seoste leidmiseks. Mdlemal juhul on regressioon iile-
sanne, mille eesmirgiks on luua mudel, mis ennustab pidevat viljundtunnust, tuginedes
iihele voi mitmele sisendtunnusele. See erineb klassifikatsiooniiilesannetest, mille eesmark

on ennustada kategoorilist tunnust.



Regressiooniilesanne
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Joonis 1. Regressiooniilesanne seosega y = x sin(x) + &, eé~N(0,0,09x2 + 0,09).

Joonisel 1 on kujutatud tiks t60s kasutusel olevat regressiooniilesannet. Joonise x-teljel on
sisendtunnus ning y-teljel on véljundtunnus. Sisendtunnuseks on 1000 andmepunkti {ihtla-
sest jaotusest vahemikust [0, 10). Seos on stohhastiline ehk antud sisendi puhul ei ole vdi-

malik iiheselt méérata vastavat viljundit. Kui on sisendtunnus X ja viljundtunnus Y, siis

tahistatakse konkreetsele sisendile x tehtud ennustust = f(x).

1.2 Lineaarne regressioon

Lineaarne regressioon eeldab, et sdltuv muutuja on sdltumatute muutujate lineaarne kombi-
natsioon, lisades juhusliku veakomponendi. Uldkujul on lineaarse regressiooni valem jirg-

mine:
9= Ff@x) = Bo+ Bixs + -+ Bpxp,

kus x; ... x,, on sisendtunnused ja J sisendtunnusele vastav sdltuv muutuja. Lineaarne reg-

ressioonimudel minimeerib keskmist ruutviga (ingl mean squared error ehk MSE), mis on



defineeritud kui MSE = %Zi(fli — v;)?. Muutujad y; tihistavad treeningandmestiku punkti

ning y; ennustust, mida mudel konkreetsel andmepunktil teeb. Leitakse sirge, millel on
keskmiselt kdige vidikesem keskmine ruutviga treeningandmepunktidega (joonis 2). Tule-
musena on parima sobivusega mudel, mis kirjeldab soltuva ja sdltumatute muutujate vahe-

lisi seoseid. Regressiooni poolt minimeeritavat funktsiooni nimetatakse ka kaofunktsiooniks

(ingl loss function).

Lineaarne regressioon
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Joonis 2. Lineaarne regressioonimudel, mis ennustab alusfunktsiooni.

Mudeli ennustuse ning viljundtunnuse vahelise seose tugevuse modtmiseks kasutatakse de-
terminatsioonikordajat R?, mis iseloomustab mudeli kirjeldusvdimet. R? on statistiline
mdddik, mille védrtus on vahemikus 0 kuni 1 ning on defineeritud kui:
Xk —9)?

i —y)?’

kus y; téhistab treeningandmepunkti tegelikku vééartust, y; mudeli poolt ennustatud véartust

R*=1

ning y soltuva muutuja tegelike védrtuste keskmist. Mida ldhemal véértus on iihele, seda
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suuremas ulatuses seletatakse sdltuva muutuja variatsiooni soltumatute muutujate kombi-

natsiooniga.

Regressioonanaliilisi kasutatakse laialdaselt erinevates valdkondades, niiteks majanduses,
meditsiinis ning inseneriteaduses. See voimaldab mdista, kuidas sisendtunnused mojutavad
viljundtunnust ning véimaldab prognoosida véljundtunnust erinevates olukordades. Antud
to0s kasutatakse lineaarset regressioonimudelit eksperimentide tulemustest seoste leidmi-

seks.

1.3 ReLU nérvivorgud

Narvivorgud on masindppe algoritmid, mis imiteerivad inimajus leiduvate narvirakkude
vorgustike t66d. Neid kasutatakse laialdaselt erinevates valdkondades, nagu pildituvastus ja
loomuliku keele t66tlus. Narvivorke on eri tiilipi ja struktuuriga, olenevalt nende kasutusa-
last ja eesmirkidest. Uks nérvivorkude tiiiipidest on périlevivorgud (ingl feed-forward net-
work), mis on koige lihtsamad ja tavalisemad narvivorgud, kus info liigub iihesuunaliselt

sisendkihist kuni valjundkihini. Périlevivdorkudel ei ole tagasisidet ega tsiiklilisi {thendusi.

Nérvivorkudel on igal neuronil oma aktivatsioonifunktsioon ehk funktsioon, mis méarab,
kuidas sisenditest saadakse véljund. Siin t66s kasutatakse neuronite aktivatsioonifunktsioo-
nina 1digatud lineaarset funktsiooni' (ingl Rectified Linear Unit ehk ReLU). Loigatud li-
neaarne funktsioon on defineeritud kui f(x) = max(0,x) (Fukushima, 1975). Nimetame
ReLU funktsiooni f aktiivseks siis, kui tema kaalutud sisendite ning vabaliikme summa on
positiivne ehk f véljund on samuti positiivne. Vastasel juhul nimetatakse ReLUt passiivseks

(Serra, Tjandraatmadja, & Ramalingam, 2018).
Périlevivorkusid saab viéljendada matemaatilise funktsioonina:
fiRY 5 R™,f = gofio..ofyof(2),
kus n on sisendmuutujate arv, m viljundmuutujate arv, g on viljundkihi funktsioon ning f;

vastava kihi funktsioon:

fi(X) = a(W;X + By),

! Eestikeelne tdlge on vdetud lehekiiljelt http://datasci.ee/masinoppe-sonastik/. Konsensusena on vilja toodud
mittenegatiivne lineaarfunktsioon, kuid parast arutelu juhendajaga kasutatakse siin t60s edaspidi lithendit

ReLU. Alternatiivid on ka parandatud lineaarfunktsioon, tasandatud lineaarfunktsioon.
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kus W;X + B; on kaalutud sisendi ja vabaliikme summa ning a on aktivatsioonifunktsioon

(W; ja B; on nérvivorgu i kihi kaalud ja vabaliikmed vektorkujul).

Kuna nérvivorgud on oma neuronite funktsioonide kompositsioon (funktsioonide jérjesti-
kune rakendamine), saab nende véljundit vaadelda kui {ihelt neuronilt teisele edastatavate
signaalide jérjestikust teisendamist, kus iga jairgmine neuron rakendab oma aktivatsiooni-
funktsiooni oma kaalutud sisendile. ReLU périlevivorkudes on iga neuroni véljund tiikati
lineaarne, kuna iga neuron rakendab 1digatud lineaarset funktsiooni, mis on tiikati lineaarne
funktsioon, teisendades positiivsed sisendvédrtused lineaarselt ning muutes negatiivsed si-
sendvédrtused nulliks. Kui kaks funktsiooni on lineaarsed, siis on ka nende kompositsioon
lineaarne. Seega on ka ReLLUdest koosneva narvivorgu viljund tiikati lineaarne. Joonisel 3

on ndha ReLU nérvivorgu lahendust regressiooniilesandele.

Keskvaartust ennustav ReLU néarvivérk

Treeningandmepunktid
RelLU narvivérgu regressiooni
mudeli ennustus L
104 ® Murdepunktid I
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c
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Joonis 3. Peatiikis 2.2 kirjeldatav ReLU nérvivork lahendamas regressiooni iilesannet.

Tiikati lineaarsuse uurimiseks eristatakse, millised ReLUd on nérvivorgus aktiivsed ja mil-

lised mitte. Eristatakse kahte moistet, aktivatsioonide muster ning aktivatsioonipiirkond ehk
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lineaarne piirkond. Montufar jt defineerivad need kaks mdistet jargnevalt: aktivatsioonide
muster on hulk neuronitest, mis on aktiivsed; ning lineaarne piirkond on tunnusruumi piir-
kond, millel on sama aktivatsioonimuster (2014). Juhul, kui mdnel hilisemal kihil asuvate
neuronite viljund on null, vdivad varasemate neuronite aktivatsioonid irrelevantseks

muutuda, liites mitu aktivatsioonimustrit iitheks lineaarseks piirkonnaks.

Narvivork aktivatsioonimustriga Narviverk aktivatsioonimustriga

Joonis 4 Narvivorgu erinevad aktivatsioonimustrid

Montufar (2017) defineerib aktivatsioonimustri jirgnevalt. Olgu nirvivork M, millel on
kokku L neuronit. Olgu p aktivatsioonimuster, kus p = (ay, ..., @;, ..., @;), ning a; tihistab
J- neuronit. Muutuja a; = sgn(z;) viértus on 0 parajasti siis kui neuron on passiivne ning 1
kui on aktiivne (Montufar, 2017). Mudeli aktivatsioonimustrite hulk on seega hulk, mis
moodustub koigist saavutatavatest aktivatsioonimustritest. Saavutatavaks aktivatsiooni-
mustriks nimetatakse mustrit, mille jaoks leidub mudelil M sisend x, mille mudelile sisen-
dina andes on mudeli olekuks vastav aktivatsioonimuster. Joonisel 4 on niha nérvivorgu
kahte erinevat olekut, millel on erinevad aktivatsioonimustrid. Joonisel téhistab z;; neuroni
j véljundit sisendi x; puhul ning x; ja x, on kaks erinevat sisendit. Sinisega on tdhistatud

passiivsed neuronid ehk z;; = 0 ning punasega aktiivseid neuroneid ehk z;; > 0.

Serra jt defineerivad lineaarsed piirkonnad formaalselt: olgu F: R" — R™ siigav narvivork,
siis lineaarne piirkond on sisendite hulk, mis vastab samale aktivatsioonimustrile nirvivor-
gus (2018). Selle definitsiooni jérgi voib iiks lineaarne piirkond koosneda sisendtunnuse

mittepidevast piirkonnast. Siin t60s nimetatakse x-telje punkti, millel toimub tileminek iihest
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lineaarsest piirkonnast teisele, murdepunktiks. Murdepunktide vahelised piirkonnad on li-
neaarsed, mittelineaarsete funktsioonide véljastamine saavutatakse mitmete murdepunkti-

dega (joonis 3).

1.4 Bayesi-optimaalne mudel

Bayesi-optimaalne regressioonmudel on parim teoreetiliselt voimalik mudel f*, mis on saa-
vutatav konkreetse probleemi puhul. X ja Y on juhuslikud suurused, mis téhistavad vastavalt
juhusliku andmepunkti sisendtunnuseid ja margendit. E[Y] tahistab suuruse Y keskvaértust

ning E[Y|X]on tinglik keskvéértus. Formaalselt saab seda defineerida kui:

frx) = argmyinE[(Y—?)le =x] = E[Y|X = x]

Vorduse vasak pool kirjeldab parima vdimaliku ennustuse valikut: valitakse punkthaaval,
ehk iga x jaoks eraldi parim ennustus, minimeerides eeldatavat ruutviga iile kdigi jaotuste.
Regressioonmudelid, mille sihtfunktsiooniks on MSE, on Bayesi-optimaalsed siis, kui
nende ennustatud vairtus on vordne tegeliku tdendosusjaotuse keskvairtusega (vorrandi pa-

rem pool). Bayesi-optimaalne mudel on kdigist mudelitest minimaalse kaofunktsiooni vaar-
tusega, milleks on E [(Y - "X ))2]. Seda taandamatut jaéki, nimetatakse miiraks ning ta-

histatakse on € =Y — f*(X), kusjuures E[¢|X = x] = 0.

1.5 Dekompositsioon

Bayesi-optimaalne mudel saavutab regressiooniiilesannetel minimaalse voimaliku oodatava
MSE, siis mistahes muul mudelil saab oodatav MSE olla ainult suurem. Hastie jt nditavad,

et mudeli oodatava MSE saab igas punktis dekomponeerida jirgnevalt:
E[(7 - )] = [(Fe0 - v)*] = E[(F0 - £ 00) |+ BlGe 0 - 1)
Kui eelnevas vorrandis fikseerida x, siis saab kirjutada:
ELG - V%X = 2] = E[(fx) = ) 1X = x]
= E[(£60 - £00) " 1X = x| + ELG G0 — 1021 =

= (f@ - @) +El(F" () - 121X = 2]
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Siit on ndha, et mitmed ruuterinevused erinevate suuruste (¥, f *, Y) vahel on omavahel seo-
tud, nditeks teise vorrandi vasak pool on vordne peatiikis 1.2 defineeritud MSE keskvééartu-

sena (Hastie, Tibshirani, & Friedman, 2009).

1.6 Maidramatuse modelleerimine

Tavaliselt ennustab narvivork ainult keskvéartust ehk ennustusest ei tea, kui palju keskmi-
selt ta antud sisendi puhul eksib (joonis 3). Uks vdimalus miiramatuse modelleerimiseks
on lisaks f ennustamisele ka ennustada tdendosusjaotust iile kdigi vdimalike vadrtuste. Tihti
eeldatakse, et tdendosusjaotuseks on normaaljaotus, ehk Gaussi jaotus. Seda jaotust ise-

loomustav tihedusfunktsioon pideva suuruse X jaoks on:

f(x) = 1 e_%(x_T#)z
oV2m '

kus u on jaotuse keskvéértus ning o standardhélve.

Kui dispersiooni digesti hinnata, siis ongi dispersioon oodatav ruutviga:

E[(fa)-v) 1x=x],
eeldusel, et f on keskvaartus. Ehk nirvivork ennustab igale sisendile viljundmuutuja tde-
ndosusjaotust, nii keskvairtust kui normaaljaotuse dispersiooni. Kui tavalisel regres-
siooniilesandel saab kasutada keskmist ruutviga kaofunktsioonina, siis tdendosusjaotuse en-
nustamiseks saab kasutada negatiivse log-tdepara kaofunktsiooni (ingl negative log likeli-
hood). Kendall ja Gal toovad selle valemiks:

B 1 2 (}’i —ll(xi))z
NLL = NZ log(o(x;) HW

kus, o (x;)? on punktis x; ennustatud dispersioon ning 1(x;) on punktis x; ennustatud kesk-
vadrtus. Andmepunkti tegelikku védrtust tahistab y; (2017). Kaofunktsioon on tuletatud nor-
maaljaotuse tihedusfunktsioonist. Jooniselt 5 on néha, kuidas juba varem kasutusel regres-

siooniilesandes ReLLU nérvivork dispersiooni ennustab.

12



Dispersiooni ennustav ReLU narvivark
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Joonis 5. ReLLU nérvivorgu ennustatud keskvéértus ja mdaramatus.

Kasutades siinteetilist andmestikku, on vdimalik modta vahesid sihttunnuse ehk tegeliku

mirgendi vahel (ehk koos miiraga), tegeliku keskvédrtuse (ehk ilma miirata) ja ennustatud

keskvaartuse vahel. T60s moddetakse viit erinevat vahet , mida saab siinteetilisel andmesti-

kul ning mudeli ennustustel moodta (joonis 6). Nendeks viieks moddetavaks suuruseks on:

1.
2.

tegeliku funktsiooni dispersioon.

mudeli ennustatav dispersioon.

mudeli ennustatava keskviirtuse ja tegeliku mérgendi (ingl ground truth) vaheline
ruutviga.

ennustatud keskvédrtuse ning tegeliku keskviirtuse vahe ruut.

treeningandmetes moddetud miiratase.
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valjundtunnus
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(5) Tegeliku funktsiooni méddetud miratase
-5.01 ; ; ; ;
0 2 4 6 8 10

Sisendtunnus

Joonis 6. Viie mdddetava vahe illustreeriv joonis.

Neljas moddetav viga (joonis 6, mdotmine (4)) on virdne esimese liidetavaga

o 2 . oqe oo o0 . eqe
(f x)—f *(x)) ning seda nimetatakse episteemiliseks madramatuseks. Episteemilise

midramatuse probleem seisneb selles, et f* ei ole teada, seega tuleb seda ldhendada. Seda
viga on voimalik vaid siinteetiliste] andmestikel mddta ning parismaailmas on see teadmata.
Episteemiline mddramatus on tingitud puudulikust teadmiste hulgast, sellepérast et see on
mudeli ning Bayesi-optimaalse mudeli vahe. Episteemilist mddramatust oleks voimalik vi-
hendada, kui oleks rohkem treeningandmeid. Seega nimetatakse seda ka taandatavaks

veaks.

Teine liidetav dekompositsioonis on ligikaudu vordne viienda mdddetavaga (joonis 6, moot-
mine (5)), ehk see on miirast tingitud viga, ehk taandamatu viga (ingl irreducible loss).
Taandamatut viga nimetatakse ka aleatooriliseks méadramatuseks. Aleatooriline (ehk statis-
tiline) méddaramatus viitab juhuslikkusele, s.t eksperimendi tulemuste varieeruvusele, mis tu-
leneb juhuslike faktorite mdjudest. Aleatoorse midramatuse nditena saab tuua miindiviska-
mise: sellisel viisil andmete genereerimisel on alati juhuslikkuse komponent, mida ei ole
voimalik vdhendada rohkemate andmete abil (Hiillermeier, 2020: 458). Aleatoorset méédra-

matust ei ole vdimalik mddta pirismaailmas. Ule kdigi Y, on see samaviirne y dispersioo-

niga, ~ %.(y; — y1)%.
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Viienda mdotmise vairtus tuleb otseselt miiratasemest (ehk tegelikust dispersioonist).
Kdige olulisem on sihttunnuse ja ennustatud keskvaartuse vaheline kaugus (joonis 6 mdot-
mine 3), mida nirvivork iiritab ennustada (mddtmine 2). Modtmine 5 tuleneb otseselt mii-
ratasemest (modtmine 1) ning seda moddetakse, et kontrollida, kas juhuslikkus oli ootuspé-

ranc.

Narvivorkude episteemilise mddramatuse ennustamine vorgu enda poolt on vihe kasutatud
meetod, osaliselt selle tottu, et on leitud, et tegu pole viga tipse meetodiga (Nix & Weigend,
1994) ning selle parandamiseks on loodud mitmeid meetodeid (Detlefsen, Jorgensen, &
Hauberg, 2019). Seevastu pohjused, miks mudeli hinnangud sellele teadmatusele kehvad
on, ei ole védga uuritud valdkond. Antud t66 uurib seost mudeli médramatuse hinnangu tép-

susel ning murdepunktide ja treeningandmete koguse vahel.
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2. Metoodika

Too praktilise osa tegemiseks kasutati Pythoni versiooni 3.9.1. Kasutatud teekideks olid
Keras versioon 2.10.0 (Chollet, 2015), statsmodels versioon 0.13.5 (Seabold & Perktold,
2010), NumPy versiooni 1.23.4, pandas versioonil 1.5.1 ja seaborn versioonil 0.12.2. Koo-

direpositoorium on toodud t66 lisas L.

Mudeli médramatuse hindamise uurimiseks on kasutusel kahe peidetud kihiga ReLUde nér-
vivork ning viimaseks kihiks on kaks lineaarset neuronit, mis kombineerivad eelnevate kih-
tide ReLUde viljundid kaheks muutujaks p ja log(c?). Edaspidi t66s tihistatakse mudeli
viljundit p ja o2, sest eeldatakse, et viljundi teine osa alati eksponentsieeritakse. Nrvi-
vorgu esimene viljundmuutuja on nédrvivorgu ennustatav keskviirtus ning teine on ennus-
tatav dispersioon. Narvivorku treenitakse ldhendama lihtsat matemaatilist funktsiooni ning
viljastama oma médramatust. Narvivorgu sisendiks on punkt arvteljel x € [0,10) ning
kaofunktsiooniks negatiivne log-tdepéra. Nérvivorke treeniti mitmel erineva suurusega tree-
ningandmestikel, kus mdnes piirkonnas oli andmeid tihedamalt ja mdnes teises horedamalt.
K&ik mudelid treeniti Tartu Ulikooli teadusarvutuste keskuses (High Performance Compu-

ting centre).

Kasutatud koodiredaktoris Visual Studio Code oli laiedusena kasutusel GitHubi Github Co-
pilot, mis soovitab suure keelemudeli pdhjal konteksti sobituvaid koodiridasid. Kdik ennus-

tused katsetati hoolega 1dbi enne kasutusele votmist.

2.1 Treening- ja testandmestikud

Eksperimentideks valiti kaks erinevat f* ning €. Esimene f* valiti konstantne selle jaoks,
et kontrollida narvivorgu voimekust valitud ¢ dra dppida. Teine f* valiti sama kui Detlefsen

jt oma siinteetiliseks andmestikuks valis (2019). Mdlemad funktsioonid on siin vilja toodud:
e ff(x)=0
o fr(x)=x-sin(x)
Stinteetilise miira lisati sihtfunktsioonidele jargnevatest normaaljaotustest:
e & ~N(0, 0,09x% + 0,09)
e £~N(0, 0,09(10 — x)? + 0,09)

Treeningpiirkonnaks valiti piirkond [0, 10), mis jagati viieks vordseks osaks. Osadeks ja-
gamine oli oluline, et oleks vdimalik treenida nirvivorke ebaiihtlase tihedusega andmetel,
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et uurida, kuidas mojutab erinev treeningandmepunktide tihedus nirvivorgu ennustatavat
dispersiooni. Igas treeningandmestikus oli neljas osas vordse tihedusega andmepunkte ning
viiendas osas oli punktide tihedus kordajaga libi korrutatud?, mille tulemusena oli punktide
tihedus selles osas kdrgem vdi madalam. Treeningandmepunktide kogused® valiti selliselt,

et vihemate andmepunktidega oleks rohkem mdotmisi.

Igale treeningandmete punktide kogusele seati vastavusse kordaja ning alampiirkond, kus
kordajat rakenduti. Seejédrel genereeriti igasse piirkonda vajalik kogus treeningandme-
punkte. Genereeritud punktid olid reaalarvud, mis olid périt {ihtlasest jaotusest ning kuulusid
vahemikku [alampiirkonna algus, alampiirkonna 15pp). Selle tulemusena tekkis 5 X 5 X

19 erinevat X hulka.
Y hulgad genereeriti kombineerides eelnevalt toodud f* ning € kokku. Eksperimendid olid:

o Y, = f{" + &, chk konstantne funktsioon kasvava miiraga.
o Y, = fI"+ &, chk konstantne funktsioon kahaneva (tagurpidise) miiraga.
e Y;= fJ+ & chk kasvava miiraga siinusfunktsioon (joonis 1).

e Y, = fJ+ &, chk siinusfunktsioon kahaneva miiraga.

Testandmete genereerimisel kasutati iihtlaste vahedega genereeritud punkte, viltimaks ju-
huslikkust, mis iihtlasest jaotusest valides tekib. Seda juhuslikust siia todsse ei soovitud selle
jaoks, et vdhendada faktorite kogust, mis tulemusi mojutavad. Testandmepunkte oli kokku

10°. Igale eksperimendile genereeriti vastavate valemitega ¥ komponendid juurde.

2.2 Narvivorgu valik

Nérvivorguks valiti kolmekihiline narvivork, kus on kaks peidetud 20 ReLUst koosnevat
kihti, ning viljundkihiks on lineaarne kiht, mis véljastab keskvéértust ning dispersiooni.
Vorgu suurus valiti piisavalt viike, et hoida kokku arvutustele minevat ressurssi, kuid siiski
hoides vorgud piisavalt vdimsad (ingl representational power), et lahendada iilesannet. Nér-
vivork on sarnases suuruses kui Ji jt vork, kes kasutavad samuti kahte peidetud ReLU kihti,
kus on 32 neuronit (2022). Narvivorgud treeniti 1000 epohhi funktsiooni f;"(x) puhul ning

3000 epohi f5"(x) jaoks, sest leiti, et selle jarel on ndrvivorgud koondunud.

2 Valitud kordajateks olid 0,25, 0,5, 1, 2, 4.
3 Valitud véirtusteks oli 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 25, 30, 35, 40, 50, 100, 150, 200 ning 400.
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Detlefsen jt toovad vélja mitmeid meetodeid (lokaalsuse proovivotja (ingl locality sampler
(LS)), keskmise ja dispersiooni jaotus (ingl mean-variance split (MV)), poord-gamma eel-
jaotus (ingl inverse-gamma prior (IG)), ekstrapoleeriv arhitektuur (ingl extrapolating archi-
tecture(EX)) ning kombinatsioon neist), kuidas mudeli hinnangulist médramatust paremaks

muuta (2019). Selles t66s uuritav narvivork ei kasuta neid meetodeid.

2.3 Moodetavad naitajad

Peatiikis 1.5 vilja toodud néitajaid moddeti iga treenitud nérvivorgu ennustustel ning tree-
ningandmestikul, kasutades libiseva keskmise meetodit. Lisaks eelmainitud viiele veale, on
olemas ka vead, mida arvutatakse vélja vaid viies piirkonnas. Uuritav treeningpiirkond
[0, 10) on jagatud viieks vdrdseks piirkonnaks A = [0,2), B = [2,4) jne. Lisaks eelmaini-

tud niitajatele leiti treeningpiirkonnas ka iga nirvivorgu murdepunktid.

Igas alampiirkonnas on voetud alampiirkonna keskmise mudeli ennustatud méiiramatus
d_pred (joonisel 6 on see tdhistatud kui viga 2) ning mudeli keskviirtuse ennustuse ning
testandmepunktide vahel olev keskmine ruutviga d_mse (joonisel 6 on tdhistatud kui viga

3).
Nende kahe keskmistatud veast leiti ka nende vahe A = d_pred — d_mse ning relatiivne

. A . . . .y
vigaR = Tomo Relatiivne viga on see, mida tulemuste peatiikis ennustatakse.

A negatiivseid vairtuseid tuleb tdlgendada kui mudeli miira alahindamist ehk mudel arvab,
et treeningandmepunktid on ldhemal tema ennustatud keskvéartusele kui tegelikult paikne-

vad.

Negatiivne suhteline viga nditab seda, et mudel alahindab miira ning véértus -0,5 niitab, et
mudeli poolt hinnatud miira on kaks korda véiksem kui tegelik miira. Kui suhteline viga on
null, siis on mudeli ennustus tdpne ning kui positiivne, siis on mudel liiga vihe enesekindel.
Suhteline vahe on oluline, et neid vahesid saaks vorrelda kdigis piirkondades omavahel.
Kuna kasutatakse heteroskedastiivset miira, siis on servades asuvates piirkondades ennusta-
tavad miirad alati kas suuremad voi vdiksemad kui keskmistes piirkondades. Heteroske-

dastiivne miira on miira, mille dispersioon pole konstantne.
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2.4 Tunnuste ettevalmistamine

Treeningandmed genereeriti 50 erineva juhusliku seemnega (ingl random seed) ning seeja-
rel treenitud mudelitel tehtud modtmised keskmistati. Treenitud nirvivorkude uurimisel sel-
gus, et moned vorgud ei olnud koondunud peale vastavalt 1000 vdi 3000 epohhi, seega
nende modtmised eemaldati. Eemaldamise kriteeriumiks valiti iile kolme standardhélbe

modtmiste keskmisest (vastavas eksperimendis) erinemine.

Koiki nelja eksperimenti vaadeldi enamasti koos, et tuvastada suurema tildistusvdimega
mustreid. Eksperimente eraldi analiitisides vOiks tekkida olukord, kus leitakse moni muster,

mis iildistub vaid kasvavale miurale voi muster, mis kehtib vaid nulli 1dhedal.

Analiiiisis kasutati lineaarset regressiooni, mille tarbeks on kdigilt treenitud mudelitelt mdo-
detud tunnused normaliseeritud kasutades minmax meetodit ehk lahutati igast vaartusest
miinimumi ning jagati maksimumi ja miinimumi vahega lébi. Seeldbi on kdik tunnused va-
hemikus nullist iiheni. Lisati ka moned konstrueeritud tunnused, et voimaldada lineaarsel

regressioonil leida ka mittelineaarseid seoseid.

Selle jaoks, et lihtsamini analiiiisida piirkondasid sdltumatult sellest, kas nad on treening-
piirkonna dires voi mitte, teisendatakse mdodetud ndidikud suhteliseks alampiirkonnaga,
mis parasjagu uurimise all on. See tdhendab, et igale alampiirkonnale leitakse tema naaber-
piirkonnad ning kaugemad piirkonnad (naabrite naabrid). Kui huvialusel piirkonnal on kaks
naabrit, vOetakse naabrite keskmine vdirtus moodetava tunnuse vaartuseks, kui iiks, siis
voetakse vaid see. Kui uuritav alampiirkond on piirkond B, siis tema naaberpiirkonnad on
A ja C ning kauged piirkonnad D. Selle tulemusena on vdimalik tildistatud kujul radkida
ldhedal asuvate piirkondade mdddikute olulisest ning vorrelda neid kaugemal asuvate piir-

kondade tulemustega.
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3. Tulemuste analiiiis

Eelmises peatiikis kirjeldati nelja regressiooniilesannet, millel ReLU nérvivdrkusid treeniti.
Ulesanneteks oli erinevate iihtlaselt muutuvate miiradega konstantse ning siinusfunktsiooni
oppimine. ReLU néarvivorkusid treeniti véljastama tdendosusjaotust ning seejirel moddeti
nirvivorkude ennustatud dispersiooni ning tegelikku ruutviga. Nérvivorkude ennustatud
dispersiooni relatiivset viga hakatakse analiilisima, kas ja kuidas on seda vdimalik ennus-
tada, 1dhtudes teadmistest narvivorgu (murdepunktide asukohad) ning andmete kohta (tree-

ningandmepunktide jaotus).

Tulemuste analiiiisiks kasutati lineaarset regressiooni, tdpsemalt statsmodelsi teegi va-
himruutude meetodit (ingl Ordinary Least Squares) (Seabold & Perktold, 2010). Analiiiisi
tulemusena saadud lineaarse regressioonimudeli abil ennustatakse nérvivorkude igale alam-
piirkonnale kordaja, millega peaks dispersiooni hinnangu lébi korrutama, et kaofunktsioon
viikesem oleks. Lopetuseks uuritakse, kas nirvivorkude korrigeeritud dispersioonennustu-

sed vihendavad NLL kaofunktsiooni.

3.1 Murdepunktidest ja trendidest

Mudelite mddramatuse ennustuste edukus on seotud treeningandmepunktide kogusega (piir-
konna A relatiivsed vead on kujutatud joonisel 7, joonis 11 kujutab igat eksperimenti eraldi).
Mida rohkem andmepunkte vastavas piirkonnas on, seda tdpsemini ka mudel ennustab enda
viga seal piirkonnas. Uhes piirkonnas on treeningpunktide arv vahemikus 0 kuni 1600, seega
andmete paremaks visualiseerimiseks on x-teljele valitud logaritmiline skaala. Uhtlasi on
méirgata, et eksperimendid, millel ennustatav funktsioon oli lihtsam, on lihtsamini kirjelda-
tavate trendidega (joonis 8). Tdhistades osades olevate treeningpunktide arvud Ny, ..., Ng,
siis j-ndas piirkonnas on konstrueeriti tunnused 1/N; ,log(N;), 1/log(N;), et lineaarne reg-

ressioon oleks vOimeline ka tuvastama mittelineaarseid seosed.
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Joonis 7. Relatiivne viga piirkonnas A seoses treeningpunktide arvuga samas piirkonnas.
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Joonis 8. Mudeli ennustatud viga relatiivse vea suhtes soltuvalt eksperimendist.

Murdepunktide seoseid on kergem néha joonisel 11, kust selgub, et mida vihem murde-
punkte piirkonnas on, seda tdpsemini mudel enda viga ennustab. See vdib olla tingitud tree-
ningandmete piirkonnast [0,10), mis on ReLU jaoks liiga lai, sest ReLU aktivatsioonifunkt-
sioon muutub nulli imbruses. Teine voimalik seos on see, et mudel ennustab médramatust
piirkonnas kdige paremini, kui piirkonna naaberpiirkondades on palju murdepunkte. Tule-
vikus v0ib korrata katseid valides uue treeningandmete piirkonnaks [—1,1). Huvitava tahe-
lepanekuna voib ka vélja tuua, et kui piirkonnas on punktide tihedus suurem, siis sdltuvalt

eksperimendist narvivork kas {ile- vdi alahindab dispersiooni (joonis 12).
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3.2 Tulemuste analiiiis regressiooniga

Mustrid, mida iiritatakse andmetest leida, on tdenéoliselt lisna ndrgad ning kuna tunnuseid
on palju, on mdistlik rakendada tagurpidise sammregressiooni meetodit (ingl backward
stepwise regression). Tagurpidine sammregressioon alustab tdismudelist, mis sisaldab koiki
sisendtunnuseid ning igal iteratsioonil eemaldab tunnuse, mille eemaldamisel muutub vali-
tud niitaja viirtus kdige vihem kehvemaks. Siin td6s on selleks niitajaks valitud R?. Prot-
sessi korratakse, kuni ainult {iks tunnus on alles. Seejirel vaadatakse mudelite R? viirtust

ning valitakse viimane mudel, enne kui R? oluliselt langema hakkas.

3.2.1 Kaoigi tunnustega lineaarregressioon

Uks probleemidest lineaarse regressiooni sobitamisel on suur hulk kollineaarseid tunnuseid.
Seetdttu uuritakse voimalusi, kuidas kollineaarsetest tunnustest valida vaid kdige olulisem

vOi neid kombineerida tiheks tunnuseks.

Sooritades tagurpidist sammregressiooni kdigi tunnustega andmestikul, on néha, et paljud
tunnused on vdhese mdjuga mudeli tépsusele (joonis 9). Kdige vdikesema mojuga on kau-
gete piirkondade punktidest konstrueeritud tunnused ning kdige suurema mojuga on mur-

depunktide kogus ning enda piirkonna punktide kogus.
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Joonis 9. Sammhaaval eemaldatud tunnused ning vastava mudeli R? véértus.

Sobitatud mudeli R? viirtus on 0,696. Konstrueeritud tunnused annavad lineaarsele regres-
sioonile hdid tunnuseid, sest log(N;) ning 1/N; tunnused jddvad regressioonile sisse. Mur-
depunktide ldhedus on samuti oluline relatiivse vea ennustamiseks, sest uuritava piirkonna
murdepunktidel on regressioonmudeli tipsusele suurem moju kui kaugemate piirkondade

murdepunktide arvul. (tdpsed kaalud on néha lisas III tabelis 4).
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3.2.2 Punktidest konstrueeritud tunnuste kombineerimine

Tunnuste arvu vihendamiseks sobitati neli lineaarse regressiooni mudelit, kasutades algsete
tunnuste alamhulka, mis ei sisalda treeningandmepunktide tunnuseid*. Neile tunnustele li-
sati iiks treeningandmepunktide tunnus’®. Nelja regressiooni pdhjal otsustati, et kdige suu-

rema olulisusega tunnuseks on treeningandmepunktide logaritmi pddrdarv 1/log(N;) (tabel
1).

Tabel 1 Lineaarse regressioonimudelite, mis sisaldasid vaid {ihte konstrueeritud tun-

nust, R? viirtused

Tunnus R? vairtus
N; 0,417
1/N; 0,679
log(N;) 0,658
1/1og(N;) 0,703

Uus mudel on suurema determinatsioonikordajaga kui mudel, mis oli sobitatud kdigi tun-
nustega (eelmise mudeli R? oli 0,696), mis viitab sellele, et tunnuseid oli algses mudelis

liiga palju. Edaspidi kasutatakse treeningandmepunktidest tuletatud tunnusena vaid
1/log(N;).
3.2.3 Murdepunktidest kombineeritud tunnus

Leidmaks, milliste piirkondade murdepunktid kdige rohkem ennustuse tdpsust mdjutavad,

eemaldati murdepunktide tunnuseid likshaaval (tabel 2).

4 Koikideks tunnusteks olid: Murde_enda, Murde naaber, Murde_kauge, EnnustatudDispersioon_enda, En-
nustatudDispersioon_naaber, EnnustatudDispersioon _kauge ja MSE treeningul.

> Konstrueeritud tunnusteks oli: 1/N;,log(N;), 1/1og(N;), kus N; tahistab punktide arvu osas.
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Tabel 2 Murdepunktide tunnuste eemaldamisel saavutatavad R? véirtused

Eemaldatud tunnus(ed) R? viirtus
Murde kauge 0,703
Murde naaber 0,703
Murde naaber ja Murde kauge 0,703
Murde enda 0,700
Murde enda, Murde naaber ja Murde kauge 0,544

Kuna eelmises peatiikis sobitatud mudeli R? viirtus oli samuti 0,703, on murdepunktide
tunnustes leiduv info vajalik, et paremini relatiivset viga ennustada. Murdepunktide kogu-
sed erinevates piirkondades pole omavahel lineaarselt lineaarselt korreleeritud, kuid nad si-
saldavad olulist infot relatiivse vea ennustamiseks. Pohjus, miks mudelite R? viirtused tu-
levad samad, eemaldades nii ainult naabermurdepunktide tunnuse kui ka naabrite ja kauge-
mate murdepunktide tunnused, on see, et kaugete murdepunktide tunnuste p vairtus osutus
statistiliselt mitteoluliseks ja seega tunnus eemaldati, ehk teine ja kolmas regressioon on

samadel tunnustel sobitatud.

3.3 Regressioon kombineeritud tulemustega

Lopliku regressioonmudeli sobitamiseks kombineeriti nii eri osade 1/ lo g(N]) tunnused kui
ka eri osade murdepunktide tunnused iiheks tunnuseks®. Nende uute tunnuste loomiseks va-

jalikud kaalud on leitavad tabelitest 5 ja 6.

Analoogselt kdigi tunnustega lineaarregressiooniga, mida sobitati peatiikis 3.2.1, tehti ta-
gurpidist sammregressiooni, et valida sobilik tunnuste alamhulk (joonis 10). Saadud mudeli

R? viirtus on 0,690 (tabel 3).

6 Kui jétta treeningandmepuntkide podrdviirtused ning murdepunktide vidrtused kuue tunnusena mudelisse,

on saadava mudeli R? viirtus 0,703.
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Tunnuste eemaldamise moju R2 skoorile
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Joonis 10. Kombineeritud tunnustega regressioonmudeli tunnuste valikukover.
Tabel 3 Kombineeritud tunnustega regressioonmudeli kaalud
coef [ stderr [ 't [ P>|t|] [ [0.025 | 0.975] |
MSE treeningul -0.0725 0.004 -16.276 0 -0.081 -0.064
Punkte_kombi 0.6786 0.007 102.712 0 0.666 0.692
Murde_kombi 0.4059 0.005 84.548 0 0.396 0.415
Konstant -0.9142 0.007 -135.215 0 -0.927 -0.901

Kdik lineaarregressiooni sisendtunnused olid normaliseeritud vahemikku 0 kuni 1, seega

saab kaalude absoluutvdirtuste jargi hinnata, kui palju milline tunnus mdjutab ennustust.
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Kdige olulisemaks tunnuseks osutus treeningandmepuntkide log(N;) kogusest kombineeri-

tud tunnus mitte murdepunktidest kombineeritud tunnus.

3.4 Mudeli tulemuslikkus moodetud vigade hindamisel

Eelmises punktis sobitatud lineaarse regressiooni mudelit kasutati, et ennustada relatiivset

viga, mida nédrvivork oma dispersiooni ennustusel teeb. Relatiivse vea valem oli R =

dprea—d . . . . . . .
prz—mse , seega selle jaoks, et nirvivorkude ennustatud dispersiooni korrigeerida, tuleb
mse

ennustatud dispersioon 1dbi korrutada koefitsiendiga ﬁ.

Korrigeerides koigi eelnevalt treenitud nérvivorkude dispersiooni ennustusi vastava koefit-
siendiga, kahanes NLL vaid 8,6% juhtudest. See néitab, et kuigi varasemalt jouti jareldusele,
et treeningandmepunktide kogus on olulisem kui murdepunktide kogus uuritavas piirkon-
nas, pole lineaarsete seostega voimalik nédrvivorgu iile- ning alahindamisi dra seletada.
Kdige rohkematel juhtudel dnnestus parendada kolmanda eksperimendi madramatusi ehk
eksperimenti, kus ndrvivork ennustas siinusfunktsiooni kasvava miiraga. Konstantsete
funktsioonidega ei onnestunud peaaegu lildse hinnangut parendada. Siinusfunktsiooni en-

nustamisel dnnestus ennustusi parendada 17,3% juhtudest.

Korrigeerides sama meetodiga testandmehulgal, mis koosnes vaid siinusfunktsioonide en-
nustustest, oli meetod voimeline parendama NLL-1 18,3% juhtudest. See niitab, et lineaarse
regressiooni mudel ei lilesobitanud andmeid, kuid tulemus on tagasihoidlik. Problemaatiline
on ka meetodi rakendamiseks vajalik info murdepunktide paiknemise kohta, mida on kee-

ruline leida rohkemate sisendmuutujatega regressiooniilesannetel.
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Kokkuvote

T60 eesmirgiks oli paremini mdista, mis mdjutab ReLU nérvivérgu midramatuse hinnan-
gut. Midramatuse hinnangute analiiiisiks treeniti kahekihilist ReLU nérvivorku erinevatel
treeningiilesannetel ning mdddeti nende dispersiooni hinnanguid ning murdepunktide asu-
kohtasid. Seejdrel sobitati lineaarse regressiooni mudelit ennustamaks, kui palju nérvivorgu

dispersiooni hinnang eksis.

Analiiiisis olid koige olulisemad faktorid méddramatuse ennustamisel piirkonnas asuvate
punktide podrdvéartus ning murdepunktide arv, kus molema tunnuse puhul uuritavale punk-
tile 1dhemal asuvate treeningandmepunktide ning murdepunktide kogus on olulisem kui
kaugemal asuvate kogus. Vdhemal mééral on ka oluline naaberpiirkondadesse ennustatud
dispersioon, kuid see voib tuleneda katsetes kasutatud miira valemi lineaarsetest olemustest.
Saadud tulemused kinnitasid, et ndrvivorgu ennustuste kvaliteet on tugevalt seotud treenin-
gandmete jaotusega sisendruumis. Korrigeerides saadud mudeli abil treenitud nérvivorkude

ennustusi, paranes kaofunktsioon vaid juhtudel, kui mudel ei olnud koondunud.

Tulevikus tasuks uurida, kas samad téhelepanekud kehtivad, kui uuritav piirkond pole
[0,10) vaid [—1, 1), sest see on aktivatsioonipunkti iimber tsentreeritud. Vdimalik on ka
uurida erinevaid miirafunktsioone, et kontrollida, kas naaberpiirkondade dispersiooni oluli-
sus tuleneb lineaarsest miirafunktsioonist voi on see midagi selles t60s seletamatut. Piirkon-
dade kitsendamine ning arvu suurendamine tekitaks samuti rohkem andmepunkte, mida

analuiisida.
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Lisad

I. Koodirepositoorium

To0s jooksutatud katsete ning loodud visualiseeringute kood on kittesaadav aadressil

https://github.com/ToomasRo/BAtoo.
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Relatiivne viga piirkonnas D
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Joonis 12. Treeningpunktide koguse kordajate ning relatiivse vea seos erinevates eksperi-

mentides.
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III. Regressioonide kordajad

Tabel 4 Koigi tunnustega tagurpidise sammregressiooni kordajad

coef | std err | t | P>|t| | [0.025 | 0.975] |

Konstant -0.1141 0.005 -21.968 0 -0.124 -0.104
Murde_enda -0.3563 0.005 -67.264 0 -0.367 -0.346
EnnustatudDispersioon_enda 0.2138 0.012 18.243 0 0.191 0.237
1/Punkte_enda -0.4783 0.014 -34.313 0 -0.506 -0.451
In(Punkte_enda) 0.2866 0.008  35.553 0 0.271 0.302

MSE treeningul -0.0982 0.005 -20.707 0 -0.108 -0.089

Tabel 5 Punktide poordvéartuste kombineerimiseks vajalikud kaalud

coef | std err | t | P>|t| | [0.025 | 0.975] |

1/In(Punkte_enda) -0.4962 0.022 -22.271 0 -0.54 -0.453

1/In(Punkte_naaber) -0.2664 0.026  -10.405 0 -0.317 -0.216
1/In(Punkte_kauge) -0.183 0.023  -7.847 0 -0229 -0.137
Konstant 0.0496 0.002 20.373 0 0.045 0.054

Tabel 6 Murdepunktide kombineerimiseks vajalikud kaalud

coef | stderr | t | P>|t] | [0.025 | 0.975] |

Murde_enda -0.3759 0.005 -71.718 0 -0.386 -0.366
Murde_naaber -0.0598 0.006 -10.443 0 -0.071 -0.049
Murde_kauge -0.0245 0.006 -4.343 0 -0.036 -0.013
Konstant 0.1122 0.003 32.522 0 0.105 0.119
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