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Vorrandi lahendamine kombineeritud laiendamise ja kitsendamise
abil Coqis
Lahikokkuvote:

Programmianallilisi abil vaartuste hulkadega vdrrandiststeemi lahendamine on aeglane ja
malumahukas protsess, seetdttu on kasulikum kasutada laiendamist. Laiendamisfunktsioon teeb
aga analliusi ebatépseks, tépsuse taastamiseks on voimalik rakendada kitsendamist.
Kombineeritult laiendamise ja kitsendamise kasutamiseks loome Coqis algoritmi, kus lisaks

lahenduse leidmisele garanteerime ka anallilisi termineeruvuse.
Votmesdnad: Coq, programmianallitis, kombineeritud laiendamine ja kitsendamine
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Constraint Solving via Combined Widening and Narrowing in Coq

Abstract:

In program analysis constraint solving via sets of values is time-consuming and needs a lot of
memory. Therefore, it is wiser to use widening. Widening makes analysis inaccurate - to restore
accuracy narrowing can be used. Using combined widening and narrowing we create an
algorithm in Coq, where in addition to finding a solution we guarantee the termination of the

analysis.
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1. Sissejuhatus

Staatilist programmianalliisi kasutatakse programmide kaitumise kindlaks maaramiseks
programmi kéivitamata. Selle jaoks kasutatakse vorrandististeeme koos nende lahendajatega.

Votame nditeks lihtsa koodijupi, kus suurendame i vééartust nullist sajani.

Tstkli sees enne i suurendamist on i € {0,1,2,...,100}, peale suurendamist i € {100}.
Programmianaliisaator suudab sellise koodijupi jaoks genereerida voOrrandiststeemi, kus
intervallidega tahistame hulki voimalike véartustega:

i; 2 {0}

i, 2i; Ui,

i3 2i; N[—00,99]

i, 2i3+1

i 2 i, N [100, oo].

Antud susteemi lahenduseks saame v@imalikud véartused, kus kdik vdrrandiststeemi
tingimused on taidetud. Naiteks:

i, = {0}

i, ={0,1,2,...,100}

i ==1{0,1,2,...,99}

i, ={1,2,3,...,100}

is == {100}.

See on ka vahim lahendus, mis antud slisteemi lahendab. Kuigi niisuguse analiiisi kéigus saab
leida kogu vajaliku info, on tegu védga aeglase protsessiga — vaartuste hulgad on véga suured
ning votavad seetdttu ka palju malu ja nagu programmi téites, on vaja teha ka anallusi kéigus

100 iteratsiooni. Ehk i, alustab tiihja hulgana, siis sisaldab Uhte elementi, seejérel kahte jne.

Seetbttu on kasulikum arvutada intervallidega ja kasutada laiendamist. Selle jaoks saab
programmianallisaator genereerida vorrandisiisteemi, kus intervallid ongi intervallid:
i; 2 [0,0]

i, 3, Ui,



i3 2 i, M[—00,99]
iz +1
i 2 i, M [100, co].

Laiendamisfunktsioon (ingl widening) teeb anallitisi ebatdpseks - vaartuste alumise voi tlemise
tokke muutumisel visatakse vastav toke &ra. Ehk kui i; muutub iteratsiooni kaigus [0, O]
intervallist [0, 1] intervalliks, siis tGlempiir loetakse iteratsiooni k&igus kasvavaks, seega
loetakse tegelikuks intervalliks [0, oo]. Selle kédigus aga kaotame tépsuses ja saame lahenduse,

mis kull taidab kdiki vorrandi tingimusi, aga ei ole parim lahendus:

[0,0]
iz = [0, ]
i3 = [0, ]
iy = [1, ]
is == [100, ]

Tapsuse taastamiseks on véimalik vdrrandeid uuesti rakendada.

i3 == [0, 0] M [— 00,99] = [0,99]
=10,99] + 1 = [1,100]
= [0,100] 1 [100, o] = [100, 100]
= [0,0] U [1,100] = [0, 100]

Vorrandite uuesti rakendamiseks vdib teoorias vaja minna I6pmatu arv samme, seega on
kirjanduses pakutud vélja rakendada kitsendamisfunktsiooni (ingl narrowing), mis taastab
intervallide puuduvad Ulemised voi alumised tokked. Laiendamist ja kitsendamist kasutades

saame i, saja sammu asemel leida kolme sammuga — [0, 0], [0, o=], [0, 100].

Kitsendamist saab probleemideta rakendada kui analiitisi sammud on monotoonsed. Kui
laiendamisega lahendus on leitud, siis iga parema poole uuesti arvutamine tagastab sama voi
vaiksema tulemuse. Seega saab kitsendamist rakendada ja ka selle tulemus on sama voi
vdiksem. Sarnaselt, iga jargnev parema poole arvutamine tagastab sama voi vaiksema tulemuse.

Sellisel juhul kitsendamine tagab termineeruvuse ja tulemus on vdrrandisusteemi lahendus.

Aga nditeks, kontekstitundlikus analiiiisis monotoonsus ei kehti. Sellisel juhul vdib véa&rtuste
tdpsustamise kaigus jooksev lahendus jouda vahimast lahendustest ajutiselt vaiksemate
vadrtusteni — olukord, milleks klassikaline kitsendamisfunktsioon valmis ei ole. Selliste juhtude

jaoks on vélja pakutud lahendus — kombineeritud laiendamine ja kitsendamine (ingl intertwined



widening and narrowing), mis vBimaldab véartuste suurenedes lahendajal uuesti laiendamisele
ule minna [1]. Kombineeritud laiendamise ja kitsendamise kéigus toimuvaid laiendamise ja
kitsendamise faaside vaheldumisi ei ole Gldjuhul véimalik hinnata — seega voib protsess jaada
faaside vahel vahelduma ning termineerumine pole garanteeritud. Seega Amato jt [1] lahendus

ei anna garantiisid mittemonotoonsete funktsioonide korral.

Analliisi termineerumise garanteerimiseks pakume vélja operaatori, mis teeb monotoonsetel
juhtudel vaheldumisi laiendamist ja kitsendamist, mittemonotoonsuse korral vaid laiendamist.

Tahistame laiendamist simboliga V ja kitsendamist simboliga A.

(v, 1) kuis=0

(xAy,2) kui(s=1vs=2)Ay<x
xOgy= < (xVy,1) kuis=1

(xVy, 1) kuis=2A-=(y <x)

_  (xVy, 3) muudel juhtudel

Otsime ' : D*N — D*N pusipunkti, kus D on taielik vore ja f' (d, s) :=d O, f(d) s.t. tehniliselt
kasutatakse seisundite hulka N = {0,1,2,3}. Pusipunkti leidmiseks arvutatakse jada alustades

mingist algseisundist y,= (/&, 0).

Kéesoleva t66 eesmark on naidata, et antud operaatori abil on véimalik plsipunkti arvutamise
labi leida vorrandiststeemile lahendusi. T60 kéigus ndidatakse, et selline lahenemine annab
korrektse tulemuse ja lahenduse leidmine on termineeruv. T60 autori panus ongi selleks antud

algoritmi Coqis tdestamine.

Peatikist 2 leiab luhillevaate vajalikest Cogis kasutatavatest vahenditest, peattkist 3 algoritmi
kirjeldamiseks vajalikud mdisted ning peatiikist 4 tlevaate algoritmi olulisematest osadest

Coqis. Coqis teostatud algoritmi tdestustega leiab lisadest (I Téestus Coqis).



2. Coq raamistik

Coq on formaalsete tbestuste haldussiisteem, mis vdimaldab kirjutada matemaatilisi

definitsioone, algoritme ja teoreeme ning neid tdestada [2].

2.1 Kasutatud votmesodnad

Coqis olevad andmestruktuuride deklaratsioonid, funktsioonid, téestatud vaited ja muu kood

paikneb moodulites. Moodulitel vdib olla ka tttp ehk signatuur.

1 Module Type PO0Set.

2 Parameter D: Type.

3 Parameter leq : D -> D -> bool.

4

5 Axiom leq refl: forall {x},

6 leq x x = true.

7 Axiom leq trans: forall {x vy z},

8leq x y = true -> leqy z = true -> leq x z = true.
9 Axiom leq antisym: forall {x y},

10 leq x y = true -> leq y x = true -> x=y.
11 End POSet.

Joonis 1. Moodul osalise jarjestusega.

Defineerime nditena mooduli osalise jarjestuse jaoks (Joonis 1), selleks anname moodulile
nime (rida 1). Coqis funktsiooni tlubi defineerimiseks kasutatakse votmesdna Parameter [3].
Selle abil tdpsustatakse elemendi tulpi vdi maaratakse funktsioonile ette antavate parameetrite
ja funktsiooni tagastusvaartuse tlubid. Mairamegi oma néites, et tdéhega D viitame mingile
vadrtuse tlubile (rida 2), ning loome funktsiooni (rida 3), kus kontrollime kahe tulbiga D

elemendi puhul, kas esimene element on teisest vaiksem vdi sellega vdrdne.

Aksioomide jaoks kasutatakse vdtmesdna Axiom (Joonis 1), matemaatilistele aksioomidele
kohaselt neid ei tdestata vaid kasutatakse alusvéidetena, mis loetakse kehtivateks [3]. Seega
saab nende abil kirja panna funktsioonide omadusi, nditeks refleksiivsus, transitiivsus, jne.
Lisamegi oma ndites olevale funktsioonile juurde omadused, mis defineerivad osalise

jarjestuse.

Refleksiivsuse defineerimiseks anname omadusele nime (rida 5) ning tdpsustame, et see kehtib
iga mingi elemendi x korral. Seejarel saame Oelda, et x < x on alati tdene (rida 6).

Transitiivsus kehtib iga mingi kolme elemendi x, y ja z korral (rida 7). Kui kehtivad véited x <



yjay < z,siisteame, et kehtib ka x < z (rida 8). Antisimmeetrilisus kehtib iga mingi kahe
elemendi x jay korral (rida 9). Kui kehtivad vdited x < yjay < x,siisteame, etx = y (rida
10).

1 Module NatPOset: P0Set.
2 Inductive Nat := 0 : Nat (* 0 on null *)

3| S : Nat -> Nat. (* uhe vorra suurendamine *)
4

5Definition D := Nat.

6

7 Fixpoint leq (x y: Nat)

8 match x, y with 0, 0 == true

9 | Sx, Sy=>Tleg xy

10 | ., _ => false

11 end.

12

13 Lemma leqg_refl: forall {x}, leq x x = true.
14 Proof.

15 intros. induction x.

16 + simpl. reflexivity.

17 + simpl. apply IHx.

18 Qed.

19

20 Lemma leq_trans: forall {x y z},

21 leq xy = true -> leq y z = true -> leq x z = true.
22 Admitted.

23

24 Lemma leq_antisym: forall {x y},

25 leq x y = true -> leq y x = true -> x=v.
26 Admitted.

27

28 End NatPOset.

29

30 Print Assumptions NatPOset.leq_refl.

31 (* Closed under the global context *)
32 Print Assumptions NatPOset.leq trans.

33 (* Axioms: NatPOset.leqg trans *)

34

35

36 Module Algo (Import S:P0Set).

37 Definition thrice (x:D) (f: D -> D): D := T (f (f x)).
38 End Algo.

Joonis 2. Moodul funktsioonidega.

Loome uue nditena uue mooduli, mis kasutab eelmise ndite osalise jarjestuse moodulit (rida 1).
Tuupide defineerimiseks kasutatakse votmesdna Inductive (Joonis 2), mis v8imaldab kasutada
ka rekursiivseid definitsioone [4]. Mitterekursiivsete tulpide defineerimiseks saaks kasutada ka

Varianti, aga selles t66s oli rekursiooni véimaldamine oluline. Defineerime rekursiivselt



naturaalarvud, kus eksisteerib vééartus 0 (rida 2) ning funktsioon arvu tihe vorra suurendamiseks
(rida 3).

Votmesdna Definition (Joonis 2) véimaldab defineerida erinevaid funktsioone [5]. Definition
ei luba rekursiivseid funktsioone. Anname esimeses ndites kasutatud tlibi D vaartuseks

defineeritud naturaalarvud (rida 5).

Rekursiivsete tulpidega funktsioonide defineerimiseks kasutatakse votmesbna Fixpoint
(Joonis 2), mis voimaldab kujuvordluse (ingl pattern matching) abil induktiivseid objekte
kasitleda [4]. Lopmatute rekursiivsete funktsioonide defineerimine pole lubatud. M&&rame ka
eelmises néites kasutatud funktsiooni leq t66 naturaalarvude korral (rida 7). Selleks kontrollime
parameetrite x ja y vdimalikke vaartusi (rida 8). Rekursiooni baasiks on olukord, kus mdlemad
vadrtused jouavad nulli (rida 8). Kui mdlemad on suuremad kui null, siis vahendame mdlemat
vadrtust Ghe vorra ja liigume rekursiivselt edasi (rida 9). Muudel juhtudel saame samuti kohe

vaartuse tagastada (rida 10).

Tdestamist vajavate tingimuste kirja panemiseks kasutatakse votmesdonu Lemma (Joonis 2) ja
Theorem [5]. Coqi mdistes ei ole nendel erinevusi, matemaatiliselt kasutatakse lemmasid
vaiksemate abistavate sammude tdestamiseks erinevates teoreemides. Toestuse alustamiseks on

vGtmesdna Proof, I6petamiseks Qed [6]. ).

Esimeses moodulis defineerisime refleksiivsuse, transitiivsuse ja antisimmeetrilisuse
aksioomidena, nuid kasitleme neid aga naturaalarvude kontekstis (read 13, 20 ja 24), seega
peame nditama, et need jatkuvalt kehtivad. Tdestame esimeses naites kasutatud refleksiivsuse
(rida 13). Selleks toome sisse leiduva muutuja ning teeme ule selle induktsiooni (rida 15).
Esimeses harus tbestame induktsiooni baasi (rida 16) ning teises sammu (rida 17). T6estamata
jatmiseks kasutame Admitted (read 22 ja 26), aga ei saa varjata, et osa tBestamata jatsime.
Kontrollina saame moodulis olevad funktsioonid lasta Cogil le kontrollida — refleksiivsus
loetakse taielikult tbestatuks (rida 30) aga transitiivsuse korral tulevad tGestamata osad valja
(rida 32).

2.2 Kasutatud taktikad

Coqis on tdestamise jaoks vaja erinevate taktikate kasutamise kaigus ndidata, et tdestus on
taielik [7]. Selle jaoks saab tdestuse seisundi jagada erinevateks tOestamist vajavateks

eesmarkideks, kus igal eesmaérgil on eeldused ja jareldus. Eeldustega x: A jay: B ja jareldusega



C eesmadrgi saab kirja panna kujul x: A, y:B  C. A, B ja C on vaited, x ja y viited vastavatele

eeldustele.

Taktikaid kasutades saab muuta tOestuste seisundeid. Enamasti tootavad taktikad esimest
tdestamist vajava eesmargi peal, osade taktikate puhul on v@imalik t&psustada, millisel
eesmaérgil taktikat rakendada soovitakse. Taktikad vOivad ka ebadnnestuda. VVéide on tdestatud,
kui tdestamist vajavaid eesmarke rohkem ei ole. Seejarel saab kirjutada Qed, mis viitab, et vaide
on taielikult tdestatud.

Siit leiab mdned levinumad taktikad, mille abil on vdimalik suur osa tOestustest ara teha,
ulejddnutega tutvumiseks tuleks vaadata dokumentatsiooni [8].

Taktika intro on kasutatav, kui jareldus on implikatsioon vGi algab Gldsuse kvantoriga [7]. Selle
kaigus viiakse jarelduses olev eeldus terve eesmargi eelduseks. Seisundist - A —B kasutades
intro H joutakse seisundisse H: A + B. Uldsuse kvantori puhul on vdimalik vastupidise protsessi

jaoks kasutada generalize dependent [7].

Taktika exists on mingi leiduva elemendi véartuse tapsustamiseks [9]. Téapsustatud véartus
omastatakse vastavale elemendile. Seisundist - exists n, n > 4 kasutades exists 5 joutakse

seisundisse + 5 > 4.

Samavaarsuste asendamiseks on rewrite [10]. Asendamise suunda on vdimalik tépsustada.
Seisundist H: x =y I x + 3 >y kasutades rewrite H joutakse seisundisse H: X =y Fy + 3 >y.
Sarnane on ka subst, mis teeb dra k&ik eeldustest saadavad asendused [10]. Mingi konkreetse
eelduse rakendamiseks eesmaérgil on apply [7].

Konjunktsiooni lahutamiseks kaheks vditeks on split [9]. Seisundist - A A B kasutades split
saadakse seisundid + A ja + B. Disjunktsiooni haru valimiseks kasutatakse left ja right [9].
Seisundist - A v B kasutades left saadakse seisund - A. Lause vOi vaartuse kdikvoimalikeks

juhtumiteks tiikeldamiseks kasutatakse késku destruct [9].

Printsiibi ex falso quodlibet - vadratest eeldustest on voimalik kdike jareldada - rakendamiseks
on exfalso [7]. Seisundist H: x > 5, V: x < 3 - x = 8 kasutades exfalso joutakse seisundisse H:
X > 5 V: x < 3 I False. Kui eelduste hulgas on vastuolu, siis vastava tdestamise teeb &ra
discriminate [9]. Naiteks seisundist 2 = 3 - False kasutades discriminate joutakse seisundisse,

kus midagi rohkem vaja tGestada ei ole.
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Tdestuse kdigus joutud Ghesuguste vordsuste poolteni tdestab I16puni reflexivity [11]. Seisundist
+ A = A kasutades reflexivity joutakse seisundisse, kus rohkem midagi tGestada ei ole.
Vordsuste poolte vahetamiseks on symmetry [11]. Seisundist - A = B kasutades symmetry

jOutakse seisundisse + B = A.

Uue eelduse lisamiseks kasutatakse kasku pose proof, eelduse eemaldamiseks kasku clear [7].
Kui on seisund A ja lemma L: B, siis kasutades pose proof L joutakse seisundisse H: B - A,

kus tehes clear H on v6imalik taastada algne seisund + A.

Olemasoleva eesmargi lihtsamateks triviaalsemateks alameesmaérkideks lahutamiseks ja nende
automaatseks tdestamiseks on intuition [10]. Automaatse tbestamise jaoks on kask auto [12],
mis Uritab olemasolevate eelduste abil eesmarki tOestada. Naiteks suudab taktika intuition
seisundist H: A «— B, V: A - B jouda seisundisse, kus tOestatavaid eesmarke rohkem ei ole, auto
antud olukorras seda ei suuda. Lineaarseid matemaatilisi eesmarke suudab automaatselt
tdestada lia [13]. Seisundist H: x > 5, V: x < 3 - False saab lia kéasu abil samuti seisundi, kus

rohkem toestatavaid eesmarke ei ole.

Taktikad eauto [12], edestruct [9], erewrite [11] ja eexists [9] kasutavad metamuutujaid. Need
on head juhtudel, kus tdpne vaartus pole veel ilmne ja on kasulik vaartuste sobitamist edasi
lukata. Seisundist - exists n, n > 4 rakendades taktikat eexists saab seisundi - ?n > 4.

Metamuutujate 16plikud vaartused peavad selginema hiljemalt tdestuse 18puks.

Sama taktika korduvaks kasutamiseks kasutatakse repeat [14], mis t66tab kuni ebadnnestub, ja
do [14], mille puhul tuleb tapsustada soovitud rakendamiste arv. Taktika rakendamiseks nii, et

ebadnnestumisel viga ei visata, kasutatakse try [14].

Matemaatilise induktsiooni rakendamiseks on induction [9]. Seisundist x + x > 0 rakendades
taktikat induction x saab seisundid - 0 >0 ja IHx: x >0 F S x > 0. Induktiivse hlipoteesi

lahutamine igaks vdimalikuks juhuks toimub k&suga inversion [9].

Lokaalsete definitsioonide ja konstantide lihtsustamiseks kasutatakse késku unfold [11].
Funktsioonide ja teiste normaliseerimise jaoks on ka simpl [11]. VVdikeste variatsioonidega teeb

sama ka cbn [11].
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3. Algoritm

Vorrandisusteemi lahendamiseks kasutame intervalle koos laiendamisega (ingl widening).
Analliusi kaigus tekkiva ebatapsuse eemaldamiseks rakendame vorrandeid uuesti kitsendamise
(ingl narrowing) kaigus, mis taastab intervallide puuduvad ulemised vdi alumised tokked.
Kitsendades on oht, et t66 kéigus jooksev lahendus jéuab vahimast lahendusest nii vaiksemate
kui suuremate véaartusteni. Selle t6ttu vOtame kasutusele kombineeritud laiendamise ja

kitsendamise (ingl intertwined widening and narrowing) [1].

Anallsi termineerumise garanteerimiseks kasutatakse t60 juhendaja véalja pakutud operaatorit,
mis teeb monotoonsetel juhtudel vaheldumisi laiendamist ja kitsendamist, mittemonotoonsuse

korral vaid laiendamist.

3.1 Madisted

Binaarne seis R on osaline jarjestus, kui ta on refleksiivne Vx: xRx, transitiivne Vx, y, z: xRy A
YRz = xRz ja antisummeetriline Vx, y: xRy A yRx = x = y. Hulga X € D Ulemine tbke y €
D on element, mille puhul kehtib Vx € X, x < y. Ulemine raja on hulga X vahim tilemine tke.
D on téielik vore, kui (D, <) on osaline jérjestus, kus iga D alamhulgal on Glemine raja ehk
VX € D,LUX € D. Funktsiooni f: D — D pusipunktiks nimetatakse punkti x: D, mille puhul

f(x) = x. Funktsioon f on monotoonne, kui iga x jay puhul kehtib x <y = f(x) < f(y).

Pusipunkti leidmise kiirendamine ehk laiendamine (ingl widening) toimub operaatoriga V,
mille puhul kehtivad tingimused:

1. U{x,y}<xVy

2. iga l6pmatu kasvava D elementide jada x, < x; < x, < -+ < x,, < -+ puhul jargmise

jada yo = xo, ¥i+1 = ¥iVx;4q Korral y; stabiliseerub (35, y; = yj41).

Monotoonsete funktsioonide puhul saab kiirendusega pusipunkti arvutamise tulemust
parandada, néiteks rakendades sellele veel méned korrad vastavat funktsiooni. Nimetame selle
pusipunkti tapsustuseks. PUsipunkti tapsustuse leidmise kiirendamine ehk kitsendamine
(ingl narrowing) toimub operaatoriga A, mille puhul kehtivad tingimused:

1. y<x 2y<(xAy) <x

2. igaldpmatu kahaneva D elementide jada x, > x; > x, > -+ > x,, > -+ puhul jargmise

jaday, = xo, yi41 = ¥iAx;,q Korral y; stabiliseerub (35, y; = yj41).
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Kiirendusega pusipunkti arvutamist ja kiirendusega tapsustamist nimetatakse ka kahe faasiga

pusipunkti arvutamiseks.
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4. Algoritm Coqis

Defineerime Coqis tdieliku vore kitsendamise ja laiendamisega, ehitame sellele toetuvad
kiirendamise protsessid ja neid hdlmavad seisundid ning néditame, et kiirendamise protsess
stabiliseerub. Siis on vdimalik defineerida pusipunkti leidmine kiirendamiste kaudu nii, et

plsipunktini jdudmine on garanteeritud.

4.1 Taielik vore

Otsime pusipunkti tdieliku vore jaoks, seega vajame taielikku vore, samuti pusipunkti

leidmiseks kasutatavaid operatsioone.

Parameter D: Type.
Parameter leq : D -> D -> bool.

Joonis 3. Taielik vore, vaiksem vdi vordne.

Axiom leq refl: forall {x}, leq x x = true.
Axiom leq trans: forall {x vy z},

leq x y = true -> leq y z = true -> leq x z = true.
Axiom leq_antisym: forall {x y},

leq x y = true -> leq y x = true -> x=y.

Joonis 4. Refleksiivsus, transitiivsus, antisimmeetrilisus.

Parameter join: D -> D -> D.
Axiom join bigger: forall {x y},
leg x (join x y) = true /\ leq y (join x y) = true.
Axiom join least: forall {x y d},
leqg x d = true /\ leq y d = true -> leq (join x y) d = true.

Joonis 5. Ulemine tbke, ilemine raja.

Defineerime taieliku vore, kus D on elementide titp, ning nende elementide jaoks funktsiooni
leq (less or equal), mis tahistab operatsiooni < (véaiksem vdi vordne), et kontrollida, kas esimene
argument on vores vaiksem kui teine (Joonis 3). Lisame antud funktsioonile osalist jarjestust
defineerivad omadused — refleksiivsus, transitiivsus ja antisimmeetrilisus (Joonis 4). Taieliku
vOre moiste on defineeritud tlemise raja kaudu, seega lisame ka Glemise raja (join_least) ja

selle definitsioonis kasutatud Glemise tokke (join_bigger) (Joonis 5).
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Parameter widen: D -> D -> D.
Axiom widen bigger: forall {x y},
leg (join x y) (widen x y) = true.
Axiom widen idempotent: forall {x}, widen x x = x.

Parameter narrow: D -= D -= D.
Axiom narrow middle: forall {x vy},
leqg x y = true -> leq x (narrow y x) = true
/\ leq (narrow y x) y = true.
Axiom narrow old: forall {x y},
leq x y = false -> narrow y x = y.

Joonis 6. Laiendamine ja kitsendamine.

Soovime rakendada kitsendamist ja laiendamist, seega lisame definitsioonid pusipunkti
leidmise kiirendamise ehk laiendamise ja pusipunkti tdpsustuse leidmise kiirendamise ehk
kitsendamise jaoks (Joonis 6). Selleks defineerime mdlemal juhul funktsiooni parameetrite ja
tagastusvaartuse tlubid ja lisame aksioomid. Laiendamise tulemus on alati vahemalt sama suur
kui laiendamisel kasutatud elementide tlemine tdke. Uhesuguste elementide laiendamine
vadrtust ei muuda, saame sama elemendi tagasi. Iga kahe elemendi kitsendamisel on
kitsendamise tulemus oma vaartuselt kitsendamiseks kasutatud elementide vaartuste vahel voi
nendega vdrdne. Kui tritame Kitsendada mingit vaartust temast suurema véartusega, siis saame

tulemuseks vaiksema vaartuse.

Fixpoint accelerate (op:D->D->D) (xs:list D): list D :=
match xs with

| nil => nil

| x::nil == x::nil

| x::xs' =>
match accelerate op xs' with
| nil == x::nil
| yiiys == opy X :: y i yS
end

end.

Joonis 7. Kiirendamine rekursiivselt.
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Fixpoint accelerateS {WS} (op:D->D->WS->D*WS)
(xs:1list D) (w:WS): (Llist D)*WS :=
match xs with

| nil => (nil, w)
| x::nil => (x::nil, w)
| x::ixs' =>
match accelerateS op xs' w with
| (nil, w') == (x::nil, w')
| (y::iys, w') =>
let "(x', w'') (= op y xw' 1n

(x" 11y 11 ys, w'')
end
end.

Joonis 8. Kiirendamine seisundiga rekursiivselt.

Mdlemat pidi kiirendamist saab teha Uhesuguste funktsioonidega sdltuvalt etteantud
parameetritest, seega defineerime meetodid kiirendamise jaoks, mis etteantud operaatori ja
elementide jada korral rakendab antud operaatorit jada elementidel ja loob saadud tulemustest
uue jada (Joonis 7). Lisame kiirendamise jaoks ka versiooni, kus kanname kaasas seisundit
(Joonis 8). Rakendades rangelt kasvaval jadal x, < x; < x, antud funktsiooniga laiendamist,

saame accelerate widen [x,, x4, x,] = [widen (widen (xq x1) x5), widen (xq x1), xo].

Fixpoint unstable (xs:list D): Prop :=
match xs with
| x:iixs' =>
match xs' with
| nil => True
| y::ys == x == y /\ unstable xs'
end
|  => True
end.

Joonis 9. Ebastabiilsus.

Parameter widen bound: nat.
Axiom widen term: forall xs,
unstable (accelerate widen xs) -> length xs <= widen_bound.

Parameter narrow bound: nat.
Axiom narrow_term: forall xs,
unstable (accelerate narrow xs) -> length xs <= narrow bound.

Joonis 10. Kiirendamine stabiliseerub.
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Nimetame vore elementide jada stabiilseks kui jadas leiduvad jarjestikused vordsed elemendid,
vastasel juhul ebastabiilseks (Joonis 9). Laiendamise puhul leidub pikkus widen_bound, millest
pikema rangelt kasvava listi xs puhul antud listi laiendamine ehk accelerate widen xs
stabiliseerub. Samamoodi leidub kitsendamise puhul pikkus narrow_bound, millest pikema
rangelt kahaneva listi xs puhul antud listi kitsendamine ehk accelerate narrow xs stabiliseerub.
Seega saab vastavatel jada vastavat pidi kiirendamist teostada mingi konkreetse arvu sammude

jagu, mille jarel on garanteeritud stabiliseerumine (Joonis 10).

4.2 Seisundi uuendamine

Soovime rakendada kitsendamist ja laiendamist kombineeritult, seega vajame etappide meeles
pidamiseks seisundeid. Samuti garanteerime kiirendamise protsessi(de) stabiliseerumise.

Inductive WS :=

| Copy
BoxW

|
| BoxN
| Widen.

Joonis 11. Seisundid.

Maéaarame erinevad seisundid, milles saame olla kiirendamise protsesside kaigus (Joonis 11).
Alustame seisundist Copy. Sealt siirdume seisundisse BoxW, kus tegeleme laiendamisega ehk
pUsipunkti leidmise kiirendamisega vOi liigume seisundisse BoxN, kus tegeleme
kitsendamisega ehk pusipunkti tdpsustuse leidmise kiirendamisega, vOi loobume sellest ja
lilgume seisundisse Widen. Seisundis Widen tehakse vaid laiendamist, kitsendamisse sealt ei

liiguta.
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Definition update (o d: D) (ws:WS): D*WS :=
match ws with
| Copy == (d, BoxW)
| Widen => (widen o d, Widen)
| BoxwW =>
if leq d o then
(narrow o d, BoxN)
else
(widen o d, BoxW)
| BoxN ==
if leq d o then
if leqg o d then
(o, BoxW)
else
(narrow o d, BoxN)
else
(widen o d, Widen)
end.

Joonis 12. Seisundi uuendamine.

Defineerime seisundite vahel liikumised vastavalt k&sitlusel olevatele véé&rtustele (Joonis 12).
Igast seisundist on v@imalik liikuda vastavalt eelnimetatud loogikale uude seisundisse.
Alustame liikumisega laiendamisse, edasi on v6imalik laiendamise ja kitsendamise vahel

varieerida kui vaartused jouavad haripunktini. Lopuks vaid laiendame.
Definition update bound := 2+2*widen bound+narrow bound.
Joonis 13. Uuendamise tlempiir.

Seisundite vahel liikudes saab stabiliseerumisteni laiendamist teha kaks korda, kitsendamist
the korra. Seega defineerime kiirendamise protsesside kéigus tehtavate sammude jaoks
maksimaalse vaartuse, mis on kahekordse maksimaalse vBimaliku laiendamise kéigus tehtavate
sammude arvu ja maksimaalse véimaliku kitsendamise kaigus tehtavate sammude arvu summa

(Joonis 13). Seisundite vahel liikumise kéigus lisandub veel kaks sammu.

Theorem update term: forall xs ws,
unstable (fst (accelerateS update xs ws)) ->
length xs <= update bound.

Joonis 14. Seisundi kiirendamine stabiliseerub mingi konkreetse arvu sammude jarel.

Defineerimise eelnevalt tGlempiiri, mis koosneb kiirendamise kaigus tehtavatest laiendamiste ja

kitsendamise stabiliseerumiseks vajalikest maksimaalsetest sammudest. Tehes 1abi need kolm
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protsessi, mis kOik stabiliseeruvad, peab ka kogu protsess stabiliseeruma. Kui seda ei juhtu,
tehti jarelikult vdhem samme kui vaja. Seega saades mingi jada kiirendamise tulemusena
ebastabiilse jada, oleme kiirendamiseks kasutatud jada abil teinud vdhem samme Kkui

stabiliseerumiseks vajalik (Joonis 14).

Néidates Coqis tdestamise kaudu, et update_term mingi 16pliku arvu sammude jarel kindlasti
stabiliseerub, oleme saavutanud t60 peamise eesmargi - saame garanteerida, et antud

algoritmiga lahenduse leidmine on termineeruv protsess.

4.3 Seisundi kiirendamine stabiliseerub

Nidd vaatleme monda abilemmat, mida oli vaja seisundi kiirendamise stabiliseerumise (Joonis
14) tdestamiseks. Esiteks kiirendamisfunktsiooni rakendamise tulemusena ebastabiilse jada

saamine tdhendab, et pole veel labi tehtud koiki laiendamiste ja kitsendamise etappi.

Lemma accS to acc app: forall xs w L w',
accelerateS update xs w = (L,w') ->
unstable 1 ->
(exists c wl nl w2,
accelerate widen w2 ++
accelerate narrow nl ++
accelerate widen wl ++ c = 1
/\ length c <= 1 /\
(w'=Copy -> w2=nil /\ nl=nil /\ wl=nil) /\
(is BoxW w' -> w2=nil /\ nl=nil) /\
(is BoxN w' -> w2=nil)

Joonis 15. Kiirendamise tulemuseks ebastabiilne jada.

Rakendame kiirendamist mingil elementide jadal ning saame tulemusena ebastabiilse jada.
Saadud jada on vBimalik jagada kaheks laiendamisega ja Uiheks kitsendamisega saadud jadaks.
Eelnevalt nditasime, et nii laiendamine kui kitsendamine on stabiliseeruvad protsessid, seega
on kolme stabiliseeruva protsessi jarjest tegemine samuti stabiliseeruv. Mis tdhendab, et saades

tulemuseks ebastabiilse jada, ei saa me veel olla teinud 1&bi kdiki kolme protsessi (Joonis 15).
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Lemma accelerate len: forall xs' f xs,
accelerate f xs' = x5 ->
length xs' = length xs

Joonis 16. Jada kiirendamise pikkus.

Lemma accelerateS len: forall xs' ws' xs ws,
accelerateS update xs' ws' = (xs, ws) ->
length xs' = length xs

Joonis 17. Jada kiirendamise pikkus seisundiga.

Teiseks vajame abilemmat, mis maarab kiirendamise tulemusel saadud jada pikkuse.
Kiirendamise kéigus rakendatakse igale etteantud jada elemendile vastavat operatsiooni ja
saadud vaartused pannakse tulemusjadaks kokku. See tahendab, et iga originaaljada elemendi
kohta on tulemusjadas tépselt tiks element, ehk mingi elementide jada kiirendamise jarel saadav
tulemus on sama pikk kui jada, mille abil kiirendamine toimus. Defineerime selle nii seisundi

tapsustusega (Joonis 17) kui ilma (Joonis 16).

Esimese lemma abil saame kiirendamisel saadud ebastabiilse tulemusjada jagada neljaks osaks,
millest kaks on saadud laiendamiste ja tiks kitsendamise tulemusel. Teise lemma abil teame, et
antud ebastabiilne jada on sama pikk kui tbestamist vajavas eesmargis olev jada. Ehk siis antud
neljaosalise jada pikkus ei tohi olla suurem kui update_bound ehk 2 + 2 * widen_bound +
narrow_bound. Kasutades teadmist, et kiirendamise etapid stabiliseeruvad, saame edasi
néidata, et igas osas kasutatud jada on piiratud vastavalt laiendamise puhul vaartusega
widen_bound ja kitsendamise korral vaartusega narrow_bound. Neljanda osa pikkus jaab alati

maksimaalselt Giheks. Seega osasid liites ei saa pikkus olla suurem kui update_bound.

4.4 Pusipunkti leidmine

Lopliku arvu tundmatutega vorrandisiisteemi saab lihtsustada kujule, kus meil on ainult ks
funktsioon Ule ennikute vore. Naiteks sissejuhatuses toodud vorrandisiisteem saab kujutada
jargnevalt:

F(iy, iy, 13,14, 15) = ([0, 0], i1 U iy, i, N [— 00,99],i3 + 1,i, M [100, o0])

Algse vorrandisiisteemi lahendamiseks piisab leida selle funktsiooni pusipunkt. Funktsiooni F

pusipunktiks on vaartus x, mille korral F x = x.
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Fixpoint 1fp_from (gas:nat) (f:D-=D) (w:WS) (x:D) :=
match gas with

| © => None
| S g' =
let '"(y, w') = next T x w 1in
if leq x y &% leq y x then
Some X
else

fp from g' f w' y
end.

Joonis 18. Plsipunkti arvutamine.

Definition next (f:D-=>D) (d:D) (w:WS) : D*WS :=
update d (f d) w.

Joonis 19. Kiirendamise samm.

Defineerime funktsiooni pusipunkti otsimiseks (Joonis 18) kasutades funktsiooni seisundi
uuendamiseks (Joonis 19), et pusipunkti kiiremini leida. Kiirendamise kaigus andsime ette kdik
jada elemendid, millel soovitud funktsiooni rakendasime. Nud soovime kdiki vaartusi jadana
kohe ette mitte anda. Selleks leiame iga jargmise elemendi eelmise leitud vaartuse pdhjal, ehk
uuendame seisundit, rakendades iga kord ndutud operatsiooni viimasel leitud véartusel.
Stabiliseerumiseni jdudes saame leitud vaartuse tagastada ehk tagastame pusipunkti Some. Kui
etteantud sammude abil stabiliseerumiseni ei joua, siis protsess pusipunktini ei joudnud ja

tagastame None.
Lemma Lfp_from_term: forall f, Ufp_from update bound f Copy bot <> None.
Joonis 20. Pusipunkti leidmine garanteeritud.

Eelnevalt néitasime, et jada kiirendamise protsessidel on olemas maksimaalne konkreetne arv
samme update_bound, mille jarel on garanteeritud stabiliseerumine. Pusipunkti otsides
kasutame sama seisundi uuendamise funktsiooni nagu kiirendades ning td6tame sarnase
printsiibiga. Seega saame ndidata, et ka pusipunkti otsimine stabiliseerub update bound
sammuga, ehk vottes pusipunkti leidmiseks tehtavate sammude arvuks samuti update_bound,

garanteerime pusipunkti otsides reaalse tulemuseni jdudmise (Joonis 20).
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Pisipunkti otsimine on termineeruv protsess, seega saame luua Coqis pusipunkti arvutamise
funktsiooni tutbiga (D—D) —D, mis arvutab pusipunti ehk Ifp_term F = d parajasti siis kui
fp_from update_bound f bot = Some d.

Vaatame sissejuhatuses kasutatud ndite implementatsiooni Coqis (Il Vdre naide Coqis).
Intervallidega arvutamiseks ja erinevate vorede Gihendamiseks on vastavalt vored IntervalLat
ja PairLat. Loome iga vdrrandisusteemi muutuja jaoks vOre ning Uhendame need.
Meeldetuletuseks kasitletav vorrandisiisteem intervallidega:

i; 2[0,0]

i, 3i; Ui,
i, N [—,99]
is+1
M [100, oo].

i3

I

iy

I

is

Definition F (d: D): D :=

let "(11, 12, 13, 14, 15) :=d 1in

([0,0]

,L1.join 11 14

,meet 12 [-w,99]

,inc 13

,meet i2 [100,x]

).

Joonis 21. Vdrrandiststeem Coqis.

Vadrtustame vorrandisusteemi muutujad (Joonis 21) ning rakendame nendel loodud pisipunkti
leidmise algoritmi Ifp_term. Saame tulemuseks ([0, 0], [0, 100], [0, 99], [1, 100], [100, 100])

ehk samad tulemused nagu sissejuhatuses parast tdpsuse taastamist lootsime saada:

= [0,0]
i, == [0,100]
i5 = [0,99]
i, = [1,100]
is == [100,100].
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4.5 Pusipunkti leidmine garanteeritud

Tdestasime Coqis, et Ifp_from leiab vdrrandisiisteemile lahenduse ja termineerub. Vaatleme
detailsemalt, kuidas selleni joudsime. Esmalt defineerime pusipunkti otsimise funktsiooni
kujul, kus kogume protsessi kéaigus koik leitud vahevaartused mingisse jadasse.

Fixpoint 1fp_from trace (gas:nat) (f:D->D) (w:WS) (x:D) (acc:list D) :=
match gas with

| © => (x::acc, w)
| S g' =
let "(y, w') = next f x w in
if leq x y && leq y x then
(y :: x :: acc, w')
else

Lfp_from trace g' f w' y (x :: acc)
end,

Joonis 22. Jada pikendamine.

Leiame etteantud sammude vdrra elemente, kisides viimase elemendi pdhjal iga kord uue

elemendi ja lisades saadud tulemuse elementide jadasse. Kuna puudub garantii, et jadas juba

elemendid eksisteerivad, siis protsessi alustades kiisime eraldi elemendi, millest alustada ja

lisame selle ise pikendamise kaigus jadasse. Jada pikendame kuni ndutud sammude arv saab

otsa v0i jada stabiliseerub (Joonis 22) .

Lemma 1fp_from trace is accelerateS update: forall g xs' ws' x acc ws f,
accelerateS update xs' ws'= (x::acc, ws) ->

exists xs,
1fp_from _trace g f ws x acc = accelerateS update (xs++xs') ws'.

Joonis 23. Jada pikendamine on kiirendamine.

Niid saame naidata, et jada pikendamine ja Kiirendamise protsessid on samasuguse
tulemusega. VV6tame aluseks mingi jada. Tehes sellel jadal kiirendamist, saame tulemuseks
mingi uue jada, kus on originaaljada elementidel kdigil rakendatud etteantud funktsiooni. Selle
uue jada peal on voimalik teha pikendamist, vottes esimeseks vaartuseks saadud jada esimese
elemendi ja juba olemasolevaks jadaks Ulejadnud tulemuse. Sellise jada pikendamise kaigus
saame sama jada nagu siis, kui kdige esimese kiirendamise asemel oleks teinud kiirendamist
mingi kindlasti leiduva pikema jada peal. Seega saame vdita, et jada pikendamine ja jada

kiirendamine on pohimaotteliselt sama protsess (Joonis 23).
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Lemma Lfp_from trace unstable bound:
forall g xs' ws' T ws x acc xs ws'',
accelerateS update xs' ws' = (x::acc, ws) ->
unstable (x::acc) ->
Lfp from trace g f ws x acc = (xs, ws'') ->
unstable xs -> length xs <= update bound.

Joonis 24. Jada pikendamine stabiliseerub mingi konkreetse arvu sammude jérel.

Néitasime, et jada pikendamine on sama, mis natuke teistsuguse jada kiirendamine, ning iga
jada pikendamise jaoks sobiv kiirendatav jada leidub. Seega eksisteerib iga jada pikendamise
korral vastav Kiirendamiseks mdeldud jada, mille otsimine stabiliseerub. Kuna aga
pikendamine jouab sellises olukorras alati sama tulemuseni, siis peab ka pikendamine alati
stabiliseeruma. Kuna oleme naidanud, et jada kiirendamine stabiliseerub mingi konkreetse arvu
sammude jdrel, siis saame seda véita ka jada pikendamise kohta (Joonis 24).
Lemma 1fp _from_trace from 1fp from: forall g f x ws r acc tl,

unstable (x::acc) -=

fst(lfp _from trace g f ws x acc) = r::tl ->

not (unstable (r::tl)) -=
Lfp_from g f ws x = Some r.

Joonis 25. PUsipunkti leidmine jada pikendamisega.

Vaadates pusipunkti leidmise ja jada pikendamise algoritme, tehakse mélemas thesuguseid
samme, erinevus on tagastusvaartuses. Jada pikendamise algoritmis kogutakse koik
vahepealsed leitud vaartused kokku jadasse, pusipunkti algoritm leiab vaid I8ppvaéartuse,
milleks on konkreetne vaartus olukorras, kus jada pikendamisel joutakse stabiilse jadani. Seega
kui on véimalik mingi arvu sammude abil jouda jada pikendades stabiilse jadani, siis tehakse
plsipunkti algoritmis labi tapselt samad sammud ja joutakse mingi konkreetse vaartuseni. Mis
tdhendab, et sama arvu sammudega on garanteeritud plsipunktini jdudmine. Ehk jdudes mingi
konkreetse arvu sammudega ebastabiilset jada pikendades stabiilse jadani, on sama arvu
sammudega originaaljada esimesest elemendist otsimist alustades garanteeritud pusipunktini

joudmine (Joonis 25).
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5. Kokkuvote

Pakkusime vélja kitsendamise ja laiendamise kombineeritult rakendamiseks operaatori, mis
teeb monotoonsetel juhtudel vaheldumisi laiendamist ja kitsendamist, mittemonotoonsuse
korral vaid laiendamist, kus otsitakse f' : D*N — D*N pusipunkti, kus f' (d, s) :=d O, f(d) ning

pUsipunkti leidmiseks arvutatakse jada alustades mingist algseisundist y,= (/&, 0).

(v, 1) kuis=0

(xAy,2) kui(s=1vs=2)Ay<x
xOgy= < (xVy,1) kuis=1

(xVy,1) kuis=2A-(y <x)

L (xVy, 3) muudel juhtudel

Operaatori rakendamiseks defineerisime Coqis algoritmi, mille kaigus rakendatakse
kombineeritult laiendamist ja kitsendamist, mis kdik on termineeruvad protsessid. Seetdttu on

ka kogu protsess termineeruv. Tanu sellele saame garanteerida tulemuseni joudmise.

THO eesmérgiks oligi ndidata, et antud operaatori abil on vdimalik pisipunkti arvutamise labi
leida vdrrandiststeemile lahendusi. Selle saavutamiseks tBestasime edukalt Coqis, et

implementatsioon antud algoritmist on termineeruv.
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Lisad

| Toestus Coqis

Td06ga on kaasas fail ,,Update.v*, kust leiab algoritmi implementatsiooni ja tdestuse Coqis.
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11 Vore naide Coqis

Tobga on kaasas fail ,,Example.v*, kust leiab vore implementatsiooni ja piisipunkti arvutamise
néite antud vorel ning sissejuhatuses kasutatud néite implementatsiooni Coqis. Faili Coqis
jooksutamiseks on vaja (samas kaustas) ka pohifaili ,,Update.v*, millel tuleb teha ,,Compile

buffer, seejarel saab naitefaili jooksutada.
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